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Abstract

Graph coloring began to be developed into coloring dynamic. One of the developments of
dynamic coloring is 7-dynamic total coloring. Suppose G = (V(G), E(G)) is a non-trivial
connected graph. Total coloring is defined as ¢ : (V(G) U E(G)) — 1,2,....,k,k € N,
with condition two adjacent vertices and the edge that is adjacent to the vertex must have
a different color. r-dynamic total coloring defined as the mapping of the function ¢ from
the set of vertices and edges (V(G) U E(G)) such that for every vertex v € V(G) sat-
isty |¢(N(v))| = min[r,d(v) + |N(v)|], and for each edge e = wv € E(G) satisfy
lc(N(e))| = min[r,d(u) + d(v)]. The minimal k of color is called r-dynamic total chro-
matic number denoted by x”(G). The 1-dynamic total chromatic number is denoted by
X" (@), chromatic number 2-dynamic denoted with x/;(G) and r-dynamic chromatic num-
ber denoted by X/ (G). The graph that used in this research are path graph, shackle of book
graph (shack(Bz,v,n) and generalized shackle of graph friendship gshack(F4,e,n).

Keywords : r-dynamic total coloring, r-dynamic total chromatic number, path graph, graph
operation
Mathematics Subject Classification: 05C15

Pendahuluan

Sebuah graf G merupakan pasangan himpunan (V(G), E(G)) dengan V (G) adalah him-
punan berhingga tak kososng dari elemen yang disebut titik, dan E(G) adalah sebuah him-
punan (mungkin kosong) dari pasangan tak terurut (u,v) yang disebut sisi [5]. Sebuah graf
G dimungkinkan tidak memiliki sisi, tetapi harus memiliki titik minimal satu. Sebuah graf
yang tidak memiliki sisi tetapi memiliki sebuah titik saja disebut dengan graf trivial [3].
Banyaknya titik pada suatu graf disebut kardinalitas titik dinotasikan dengan | V| sedan-
gkan banyaknya sisi pada suatu graf disebut kardinalitas sisi dinotasikan dengan |E| [4].
Salah satu kajian dalam teori graf adalah pewarnaan graf. Pewarnaan graf merupakan su-
atu fungsi yang memetakan unsur-unsur graf (titik dan sisi) ke suatu sembarang himpunan.
Jika daerah asal adalah sebuah sisi disebut dengan pewarnaan sisi. Jika daerah asal adalah
titik maka disebut dengan pewarnaan titik. Jika daerah asal titik dan sisi disebut pewarnaan
total. Pewarnaan total adalah pemetaan fungsi ¢ dari (V(G), E(G)) ke himpunan warna
sedemikian hingga untuk setiap dua titik yang bertetangga, dan setiap dua sisi yang berte-
tangga serta setiap titik yang bersisian dengan sembarang sisi memiliki warna yang berbeda.
Penggunaan warna yang minimum disebut dengan bilangan kromatik, dan selalu memenuhi
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Hipotesis 1 sebagai berikut:

Hipotesis 1. Menurut Behzad dan Vizing bilangan kromatik total untuk setiap graf G harus
memenuhi A(G) +1 < x"(G) < A(G) +2[2]

Salah satu kajian dalam teori graf adalah pewarnaan total r-dinamis yang dikem-
bangkan dari pewarnaan titik dan sisi r-dinamis. Pewarnaan k-warna total r-dinamis meru-
pakan pewarnaan total untuk setiap v € V' (G) sedemikian sehingga |c(N (v))| > min[r,d(v) + |N(v)]],
dan setiap sisi e = uv € F(G) sedemikian sehingga |c¢(N(e))| > min[r,d(v) + d(u)] di-
mana N (v) merupakan ketetanggaan dari v dan ¢(N (v)) merupakan warna yang digunakan
oleh titik ketetanggaan dari v serta N (e) merupakan ketetanggaan dari sisi e dan ¢(N(e))
merupakan warna yang digunakan oleh sisi ketetanggaan dari sisi e. Nilai £ yang minimal
sehingga graf G memenuhi pewarnaan k-warna total r-dinamis disebut dengan bilangan
kromatik total r-dinamis yang dinotasikan dengan x”(G). Berikut beberapa definisi op-
erasi graf yang dipakai dalam penelitian ini.

Definisi 1. Shackle dari graf H dinotasikan dengan G = shack(H,v,n) adalah graf
G yang dibangun dari graf non trivial Hi, Ho, ..., H,, sedemikian hingga untuk setiap
1 < s,t < n, Hg dan H, tidak memiliki titik penghubung dimana |s — t| > 2 dan untuk
setiap 1 <1 < n—1, H; dan H; 1 memiliki tepat satu titik bersama v, disebut dengan titik
penghubung dan k — 1 titik penghubung tersebut adalah berbeda. Jika G = shack(H,v,n)
titik penghubung digantikan dengan subgraf K C H disebut dengan generalized shackle,
dan dinotasikan dengan G = gshack(H, K C H,n) [1].

Hasil Penelitian

Hasil yang diperoleh dari penelitian ini adalah definisi dan teorema baru terkait pewarnan
total r-dinamis. Definisi pewarnan total r-dinamis dapat dilihat pada Definisi 2. Teorema
tersebut tentang pewarnan total r-dinamis pada graf lintasan, shackle graf buku (shack(Ba, v, n)
dan graf operasi generalized shackle graf friendship gshack(Fy4,e,n).

Definisi 2. Misalkan D = {1,2,3, ..., k} adalah himpunan warna dengan k warna dan ¢
adalah fungsi yang memetakan setiap titik dan sisi pada G ke himpunan warna. Pewarnaan
total r-dinamis pada suatu graf G didefinisikan sebagai pemetaan c dari (V(G) U E(Q))
ke D sedemikian hingga memenuhi kondisi berikut :

1. Yv e V(G),

¢(N(v))| > min[r,d(v) + |N(v)|] dan
2. Ye=wv € E(G),

c¢(N(e))| > min[r,d(v) + d(u)]

Observasi 1. Misalkan A(G) adalah derajat maksimum dari graf G maka berlaku x" (G) <
Xa(G) < X5(G) < -+ < X{) (G).

Teorema 1. Misal G adalah suatu graf lintasan P,,. Untuk n > 3, bilangan kromatik total
r-dinamis pada graf G adalah
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3, untuk 1 <r <2
XI(P,) =< 4, untukr =3
5, untukr >4

Bukti. Berdasarkan Observasi 4.1.2 himpunan titik dan himpunan sisi dari graf lintasan un-
tuk n > 3 adalah V(P,)={z;;1 <i < n}dan E(P,)={z;izi+1;1 <i < n— 1}, sehingga
|V(P,)| =ndan |E(P,)| =n — 1serta A(G) = 2.

Kasus 1. Berdasarkan Dugaan 1 bahwa A(G) + 1 < x/(G) < A(G) + 2, sehingga
X" (P,) > 3. Untuk membuktikan bilangan kromatik dari pewarnaan total 1, 2-dinamis dari
graf lintasan (P,) adalah 3, maka perlu dibuktikan x”(P,) > 3 dan x”P,) < 3. Selan-
jutnya akan ditunjukkan bahwa bilangan kromatik x”(P,) < 3 dengan fungsi pewarnaan
c1. Misalkan D = {1,2,3,..., k} adalah himpunan warna dengan k warna dan ¢; adalah
fungsi yang memetakan setiap titik dan sisi ke himpunan warnaD, ¢; : (V(P,)UE(P,)) —
D. Untuk n > 3, fungsi pewarnaan c; adalah sebagai berikut:

132...132, 1 <i <n, i = 0(mod 3)
c1(x1, o, w3, ..., x;) = 132...1321, 1 <i<m, i = 1(mod 3)
132...13213, 1 <i < n, i = 2(mod 3)
213...213, 1 <i<mn, i = 0(mod 3)
c1(x129, xoT3, T3Ty, . . . TiTit1) = 213...2132, 1 <i <n, i = 1(mod 3)
213...21321, 1 <i <n, i = 2(mod 3)
Dari fungsi pewarnaan pada c; terlihat bahwa bilangan kromatik total pada graf lin-
tasan adalah x”(P,) < 3. Karena x”(P,) < 3 dan x”(P,) > 3 maka \"(P,) = 3,
sehingga x"(P,) = xj(P,) = 3 untuk n > 3.

Kasus 2. Berdasarkan Observasi 1 bahwa x5(G) > x45(G), maka x5(P,) > x(Pn) =
3. Misal x5(P,) = 3 seperti pada fungsi pewarnaan c;, maka tidak memenuhi definisi
pewarnaan total r-dinamis, lihat tabel 1. Sehingga diperlukan penambahan warna menjadi
4-pewarnaan, x5 (F,) > 4. Untuk membuktikan bilangan kromatik dari pewarnaan total 3-

Table 1: Pewarnaan Titik x; pada Pewarnaan Total 1, 2-dinamis graf Py

i | c(zi) | |e(N(zi))] | 7 d(z;)+ | min{r,d(z;)+ | |¢(N(z;))| > min{r,
(NG| | N} | d(z) + (N @)}

1 1 2 1,2,3 2 1,2,2 Y,Y,Y

2 3 2 1,2,3 4 1,23 Y,Y,T

3 2 2 1,2 4 1,2 Y,Y

4 1 2 1,2 4 1,2 Y,Y

5 3 2 1,2 4 1,2 Y,Y

6 2 2 1,2 2 1,2 Y,Y

dinamis dari graf lintasan (P,,) adalah 4, maka perlu dibuktikan x4 (P,) > 4 dan x4(P,) <
4. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa bilangan kromatik x%(P,) < 4 dengan fungsi
pewarnaan co. Misalkan D = {1,2,3, ..., k} adalah himpunan warna dengan k warna dan
co adalah fungsi yang memetakan setiap titik dan sisi ke himpunan warna D, ¢o : (V(P,) U
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Figure 1: Pewarnaan total 3-dinamis Pada graf lintasan (P,)

E(P,)) = D. Untuk n > 3, fungsi pewarnaan c, adalah sebagai berikut:

13...13, 1 <¢ < n, ngenap

C2($1,x2,$3a~-7$z‘):{ 13...131, 1 <4 < n, nganjil

24...24, 1 <1i < n, nganjil

62(1'1.1'2,.%21’3,:63.%'4, .. '$i$i+1) = { 24 242 1<i<n.n genap
, <1< n,

Dari fungsi pewarnaan pada cg terlihat bahwa bilangan kromatik total 3-dinamis adalah
X3 (Py) < 4. Karena x4 (P,) < 4dan x4(P,) > 4 maka x5 (P,) = 4 sehingga x5 (P,) = 4
untuk n > 3. Sebagai ilustrasi, disajikan Figure 2 yang merupakan pewarnaan 3-dinamis
dari graf lintasan (P,,).

Kasus 3. Berdasarkan Observasi 1 bahwa x//(G) > x5(G), maka x{(P,) > x5(Pn) =
4. Misal x4(P,) = 4 seperti pada fungsi pewarnaan c2, maka tidak memenuhi definisi
pewarnaan total r-dinamis, lihat tabel 2. Sehingga diperlukan penambahan warna menjadi
5-pewarnaan, xj (P,) > 5. Untuk membuktikan bilangan kromatik dari pewarnaan total 4-

Table 2: Pewarnaan Titik ; pada Pewarnaan Total 3-dinamis graf Fg

i | c(x;) | |e(N(x))| | r | d(zs)+ | min{r,d(z;)+ | [¢(N(z;))| > min{r,
(NG | V@) | d() + (N @)}

1 1 2 34 2 2,2 Y,Y

2 3 3 34 4 34 Y, T

3 1 3 3 4 3 Y

4 3 3 3 4 3 Y

5 1 3 3 4 3 Y

6 3 2 3 2 3 Y

dinamis dari graf lintasan (P, ) adalah 5, maka perlu dibuktikan x’/ (P,,) > 5 dan x//(P,) <
5. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa bilangan kromatik x(P,) < 5 dengan fungsi
pewarnaan cs. Misalkan D = {1,2,3, ..., k} adalah himpunan warna dengan k warna dan
c3 adalah fungsi yang memetakan setiap titik dan sisi ke himpunan warna D, ¢3 : (V(P,) U
E(P,)) — D. Untuk n > 3, fungsi pewarnaan c3 adalah sebagai berikut:

13524...13524, 1 < i < n, i = 0(mod 3)
13524...13524 1, 1 <i < n, i = 1(mod 3)
c3(w1, 22, X3, ..., ;) = 13524...13524 13, 1 < i < n, i = 2(mod 3)
13524...13524 135, 1 < i <mn, i = 3(mod 3)
13524...13524 1352, 1 < i < n, i = 4(mod 3)
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Figure 2: Pewarnaan total r-dinamis Pada graf lintasan (P,)

24135...24135, 1 < i < n, i = 1(mod 3)
24135...241352, 1 <i <mn, i = 2(mod 3)
03(551332, rox3, ..., xil‘“_l) = 24135...24135 24, 1 < ) < n, 1= S(mod 3)
24135...24135241, 1 < i < n, i = 4(mod 3)
24135...24135 2413, 1 < i < n, i = 0(mod 3)

Dari fungsi pewarnaan pada cs terlihat bahwa bilangan kromatik total 4-dinamis adalah
X41(Pn) < 5. Karena x/j(P,,) < 5 dan x/j(P,) > 5 maka dapat disimpulkan x/j(P,) = 5
sehingga bilangan kromatik total x/j (P,) = 5.

Pada graf lintasan P,,, jika ditinjau dari pewarnaan titiknya, nilai dari min{r, max{d(z)+
|(N(x:))|}} = max{d(z1) + [(N(z;))|} = 4. jika ditinjau dari pewarnaan sisi pada graf
lintasan P, nilai dari min{r, max{d(u) + d(v)}} = max{d(u) + d(v)} = 4, sehingga
mengakibatkan x-,(P,) = 5. Sebagai ilustrasi, disajikan Figure 2 yang merupakan pe-
warnaan 4-dinamis dari graf lintasan (P,). Berdasarkan uraian diatas, maka Teorema 1
terbukti.

Teorema 2. Misal graf G adalah graf hasil operasi shackle dari graf buku Bs. Untuk
n > 2, bilangan kromatik total r-dinamis shackle graf buku Shack(Ba,v,n) adalah

5, untuk 1 <r <3
6, untukr =4

9, untukr =5

10, untukr > 6

X2 (Shack(Ba,v,n)) =

Bukti. Berdasarkan Observasi 4.1.7 himpunan titik graf V (Shack(Bz, v, n)) = {ij, zij; 1 <
i<n,1<j<2}U{y;;1 <i<n+1}danhimpunansisi E(Ba,v,n)) = {x;;y;; 1 <i <
n,j = 1} U {.’L‘Z'jyi+1; 1<i<n,y = 2} U {mijzijﬂ; 1<i<n,j = 1} U {xijﬂzzj; 1<
i<n,j=1}U{yizij;1 <i<n,j =1} U{yir1zij;1 <i<n,j =2} U{z;zij41;1 <

i <mn,j = 1} sehingga kardinalitas titik dan sisinya adalah |V (Shack(Bz2,v,n)| = 5n+1
dan |E(Shack(Ba,v,n))| = Tn serta A(G) = 4.

Kasus 1. Berdasarkan Dugaan 1 bahwa A(G) + 1 < x/(G) < A(G) + 2, sehingga

X" (Shack(Ba,v,n)) > 5. Untuk membuktikan bilangan kromatik dari pewarnaan total
1,2,3-dinamis pada graf (Shack (B2, v, n)) adalah 5, maka perlu dibuktikan x”(Shack(Ba,v,n)) >
5 dan x"(Shack(Ba,v,n)) < 5. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa bilangan kromatik

X" (Shack(Ba,v,n)) < 5 dengan fungsi pewarnaan c4. Misalkan D = {1,2,3,... k}

adalah himpunan warna dengan k warna dan c4 adalah fungsi yang memetakan setiap titik

dan sisi ke himpunan warna D, ¢4 : (V (Shack(Bz,v,n)) U E(Shack(Bz,v,n))) — D.

Fungsi pewarnaan c4 adalah sebagai berikut:

(1) = 4,1<i<n,j=1 (217) = 3,1<i<n,j=1
C4$z]— 5,1§Z§7’L,]:2 0421]_ 2,1§Z§n,j:2

caly)) =1,1<i<n+1; cos(wiy) =3,1<i<n,j=1
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ca(Tijyir1) = 3,1 <i<n,j =2; ca(yiziy) =51<i<n,j=1
ca(Wiv12ij) =4,1<i<n,j =2; ca(ij2i541) =2,1 <i<n,j=1
C4($ij+1zij) = 3, 1 < 7 < n,j = 1; 04(zz-jzij+1) = 1, 1 < 1 < n,j =1

Dari fungsi pewarnaan pada c4 terlihat bahwa bilangan kromatik total dari shackle graf

buku (Shack(Bg,v,n)) adalah x”(Shack(Ba,v,n)) < 5. Karena bilangan kromatik

X" (Shack(Ba,v,n)) < 5dan x”(Shack(Bsz,v,n)) > 5 maka dapat disimpulkan x” (Shack(Ba,v,n)) =
5. Sehingga graf G = Shack(B2, v, n) mempunyai bilangan kroamtik x"(G) = x4(G) =

X35(G) =5.

Kasus 2. Berdasarkan Observasi 1 bahwa x| (G) > x4 (G), dapat disimpulkan x (Shack(Bz,v,n)) >
X3 (Shack(Ba,v,n)). Misalkan x/j (Shack(B2,v,n)) = 5 seperti pada fungsi pewarnaan

c4, maka tidak memenuhi definisi pewarnaan total r-dinamis, lihat tabel 3. Sehingga diper-

lukan penambahan warna menjadi 6-pewarnaan, x’j (Shack(Ba,v,n)) > 6.

Table 3: Pewarnaan Titik z;; pada 1, 2, 3-dinamis graf Shack(Bs2, v, n)

ij | czi) | le(NQzig))l |7 d(zij)+ | min{r, d(zi;)+ | [e(N(z;5))] =
[(N(zi) | [(N(zi5))|} | min{r, d(zi;)+
(N (2i))1}

1| 2 3 1234 6 1234 Y,Y,Y,T

2] 3 3 1.2.3 6 123 Y,Y,Y

21 2 3 123 6 123 Y,Y,Y

2| 3 3 123 6 123 Y,Y,Y

31| 2 3 123 6 123 Y,Y,Y

2 3 3 123 6 123 Y,Y,Y

Untuk membuktikan bilangan kromatik dari pewarnaan total 4-dinamis pada graf (Shack (B2, v,n))
adalah 6, perlu dibuktikan bahwa x/{ (Shack(Bz2,v,n)) > 6 dan x/j (Shack(Ba,v,n)) < 6.
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa bilangan kromatik x{ (Shack(Ba,v,n)) < 6 dengan
fungsi pewarnaan cs. Misalkan D = {1,2,3,...,k} adalah himpunan warna dengan k
warna dan c5 adalah fungsi yang memetakan setiap titik dan sisi ke himpunan warna D,
¢ : V(Shack(Bg,v,n)) U E(Shack(Bz,v,n)) — D. Fungsi pewarnaan c; adalah seba-
gai berikut:

(21) = 6,1<i<n,j=1 (2i7) = 4,1<i<n, j=1
GG = g, 1<i<n, j=2 PF T\ 5 1<i<n, j=2

cs(yi) =1,1<i<n+1; cu(ziyy)=21<i<n,j=1
cs5(zijyir1) = 6,1 <i<n,j =27 c5(yiziy) =5,1<i<n,j=1
05(y¢+1z2j) = 4, 1 S 7 S n,j = 2; 05(xijzij+1) = 3, 1 S 7 S n,j =1

cs(Tijr12ij) = 2,1 <i<n,j=1; cs5(2i52i541) =6,1<i<n,j=1



Putri, et.al: Analisa Pewarnaan Total r-Dinamis pada Graf 51

Figure 3: Pewarnaan Total 4-dinamis Pada Graf Shack(B2,v,n)

Dari fungsi pewarnaan pada c5 terlihat bahwa bilangan kromatik total dari shackle graf
buku, G = (Shack(Ba,v,n))adalah x/ (G) < 6. Karena x/{(G) < 6 dan x{(G) > 6 maka
X41(G) = 6 sehingga bilangan kromatik x//(G) = 6. Sebagai ilustrasi, disajikan Gambar
4.24 yang merupakan pewarnaan 4-dinamis dari shackle graf buku Bs.

Kasus 3. Berdasarkan Observasi 1 bahwa x% (G) > x//(G), dapat disimpulkan x7 (Shack(Bz,v,n)) >
X1 (Shack(Ba,v,n)). Misalkan x% (Shack(B2,v,n)) = 6 seperti pada fungsi pewarnaan

cs, maka tidak memenuhi definisi pewarnaan total r-dinamis sehingga diperlukan penam-

bahan warna menjadi 7-pewarnaan, sehingga x% (Shack(B2,v,n)) > 7. Akan tetapi den-

gan 7 pewarnaan tetap tidak memenuhi pewarnaan total 5-dinamis sehingga ditambah men-

jadi 8 pewarnaan. Untuk 8 pewarnaan terdapat jumlah sisi yang tidak memenuhi defin-

isi pewarnaan total r-dinamis lihat tabel 4 maka ditambah menjadi 9 pewarnaan sehingga

X5 (Shack(Ba,v,n)) > 9.

Table 4: Pewarnaan Sisi dengan 8 warna pada graf Shack(Ba,v,n)

e ce) | le(N(e)| | r | d(u)+dw) | min{r,d(u)+ | |[¢(N(e))| > min
=uv d(v)} {r,d(u) +d(v)}
T11Y1 2 4 4,5 4 4.4 Y,Y
T21Y2 2 5 4,5 6 4,5 Y,Y
T12Y2 4 5 4,5 6 4,5 Y,Y
2293 4 4 4,5 4 4,4 Y,Y
T11R12 4 5 4,5 5 4,5 Y,Y
21222 4 5 4,5 5 4,5 Y,Y
T12211 3 5 4,5 5 4,5 Y,Y
92291 3 5 4,5 5 4,5 Y,Y
Y1211 5 5 4,5 5 4,5 Y,Y
Y2221 5 6 4,5 7 4,5 Y,Y
Y2212 6 6 4,5 7 4,5 Y,Y
Y3222 6 4 4,5 5 4,5 Y,T
211712 7 5 4 6 4 Y
291292 7 5 4 6 4 Y

Untuk membuktikan bilangan kromatik dari pewarnaan total 5-dinamis pada graf Shack(Bs, v, n)
adalah 9, maka perlu dibuktikan X% (Shack(Ba,v,n)) > 9 dan x%(Shack(Bz,v,n)) < 9.
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa bilangan kromatik x% (Shack(Ba,v,n)) < 9 dengan
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fungsi pewarnaan cg. Misalkan D = {1,2,3,...,k} adalah himpunan warna dengan k
warna dan cg adalah fungsi yang memetakan setiap titik dan sisi ke himpunan warna D,
c6 : (V(Shack(Bg,v,n)) U E(Shack(Bz,v,n))) — D. Untuk n > 2, fungsi pewarnaan
ce adalah sebagai berikut:

(217) = 4,1<i<n, j=1 (217) = 6, 1<i<mn,j=1
W)=Y 3 1<i<n, j=2 BFITY 2 1<i<n, j=2

co(yi) =1,1<i<n+1; cs(zijyi) =8,1<i<n,j=1
co(Tijyit1) = 9,1 <i<n,j=2; co(yizij) =2,1<i<n,j=1

CG(yi+1Z¢j) = 5, 1 S 7 S ’I’L,j = 2; Cﬁ(l‘ijzijqu) = 3, 1 S 7 S ’I’L,j =1

co(Tijr12ij) = 4,1 <i<n,j=1; ce(zijzij41) =7,1<i<n,j=1
Dari fungsi pewarnaan pada cg terlihat bahwa bilangan kromatik total dari shackle graf
buku, G = (Shack(Bz,v,n)) adalah x%(G) < 9. Karena x%Z(G) < 9 dan x7(G) > 9
maka x%(G) = 9 sehingga bilangan kromatik x%(G) = 9.
Kasus 4. Berdasarkan Observasi 1 bahwa x( (G) > x%(G), dapat disimpulkan x¢ (Shack(Bz,v,n)) >
X5 (Shack(Ba,v,n)). Misalkan x¢(Shack(Bz2,v,n)) = 9 seperti pada fungsi pewarnaan

c6, maka tidak memenuhi definisi pewarnaan total r-dinamis lihat tabel 5. Sehingga diper-
lukan penambahan warna menjadi 10-pewarnaan, x¢ (Shack(B2,v,n)) > 10.

Table 5: Pewarnaan Titik z;; pada Pewarnaan Total 6-dinamis graf Shack(Ba,v,n)

ij | c(zij) | le(N(zig)| | 7 | d(ziz)+ | min{r,d(zi;)+ | [e(N(2i;))] = min{r,
[(N(zig)| | (N (zi5)) ]} d(zij) + [N (zi5)|

11 6 5 5,6 6 5,6 Y, T

12 2 6 5 6 5 Y

21 6 5 5 6 5 Y

22 2 6 5 6 5 Y

31 6 5 5 6 5 Y

32 2 6 5 6 5 Y

Untuk membuktikan bilangan kromatik dari pewarnaan total 6-dinamis pada graf Shack(Ba, v, n)
adalah 10, maka perlu dibuktikan x¢ (Shack(Bz,v,n)) > 10 dan x¢(Shack(Ba,v,n)) <
10. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa bilangan kromatik ¢ (Shack(Bz,v,n)) < 10
dengan fungsi pewarnaan c7. Misalkan D = {1,2,3, ..., k} adalah himpunan warna den-
gan k warna dan c; adalah fungsi yang memetakan setiap titik dan sisi ke himpunan warna
D, ¢7 : (V(Shack(Baz,v,n)) U E(Shack(Bz2,v,n))) — D. Fungsi pewarnaan c; adalah
sebagai berikut:

(22) = 4,1<i<n,j=1 (2i7) = 6,1<i<n,j=1
Cr\Tij) = 3,1§l§n,j:2 Cr\%Zij) = 8,1§’L§n7]:2

cr(y)) =1,1<i<n+1 cr(zyy) =9,1<i<n,j=1
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g ' 12 Z51 722 zq1 | Za
Figure 4: Pewarnaan Total r-dinamis Pada Graf Shack(Ba, v, n)

cr(xijyiv1) =10,1 <i<n,j=2
cr(yizij) =2,1<i<n,j=1 cr(yiy12i5) =5,1<i<n,j=2
cr(wijzijy) =3,1<i<n,j=1
cr(xijpzij) =4,1<i<n,j=1
cr(zijzijp1) =7,1<i<n,j=1

Dari fungsi pewarnaan pada cy terlihat bahwa bilangan kromatik total dari shackle graf
buku By adalah x{(G) < 10. Karena x¢(G) < 10 dan x¢(G) > 10 maka x¢(G) = 10
sehingga x¢(G) = 10. Sebagai ilustrasi, disajikan Figure 4 yang merupakan pewarnaan
r-dinamis dari shackle graf buku Bs.

Pada graf hasil operasi shackle graf buku Bs, jika ditinjau dari pewarnaan titiknya, nilai
dari min{r, max{d(v) + [(N(v))|}} = max{d(z;;) + [(N(2i;))|} = 8. Untuk pewarnaan
sisi pada graf hasil operasi shackle graf buku Bs, nilai dari min{r, max{d(u) + d(v)}} =
max{d(u) + d(v)} = 7, sehingga mengakibatkan x/.¢(Shack(B2,v,n)) = 10. Hal
ini disebabkan pada saat r > 6 nilai min{r, max{d(v) + |(N(v))|}} = max{d(z;;) +
|(N(zj))|} = 6 dan nilai min{r, max{d(u) + d(v)}} = max{d(u) + d(v)} = 7.
Berdasarkan uraian diatas, maka Teorema 2 terbukti.

Teorema 3. Misal graf G adalah graf hasil operasi generalized shackle dari graf friend-
ship Fy. Untuk n > 2, bilangan kromatik total r-dinamis generalized shackle graf buku
friendship ¥4 adalah

9, untuk 1 <r <5
10, untuk 6 <r <8
11 untukr =9

12, untuk r = 10

16, untuk 11 <r <15
17, untuk r > 16

X' (gshack(Fy,e,n)) =

N

Bukti. Berdasarkan Observasi 4.1.8 himpunan titik graf V' (gshack(Fy4,e,n)) = {x;;;1 <
i < nl <j <4y U{z;;l < i < n}p Wy, zi;1 < i < n+ 1} dan himpunan sisi
E(gshack(Fy,e,n)) = {zijzijr1;1 <i <n,j=1,3} U{zzi;1 <i<n,1 <j <4}
Uf{ziyis 1 < i < n} U{ziyir; 1l <@ < n} U{ziz;l < i < n} U{zizip;1 <@ < n}

53

U{yizi; 1 <i < n+1} sehingga |V (gshack(F4,e,n))| = Tn+2dan |E(gshack(F4,e,n))| =

11n + 1 serta A(G) = 8.
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Figure 5: Pewarnaan Total 1,2,3,4,5-dinamis pada Graf gshack(Fy,e,4)

Kasus 1. Berdasarkan Dugaan 1 bahwa A(G) + 1 < x/(G) < A(G) + 2, sehingga
X" (gshack(F4,e,n)) > 9. Untuk membuktikan bilangan kromatik dari pewarnaan total
r-dinamis dimana 1 < r < 5 pada graf (gshack(F4, e, n)) adalah 9, maka perlu dibuktikan
X" (gshack(F4,e,n)) > 9 dan x"(gshack(Fy4,e,n)) < 9. Selanjutnya akan ditunjukkan
bahwa bilangan kromatik x”(gshack(F4,e,n)) < 9 dengan fungsi pewarnaan cg. Mis-
alkan D = {1,2,3,...,k} adalah himpunan warna dengan k warna dan cg adalah fungsi
yang memetakan setiap titik dan sisi ke himpunan warna D, cg : (V(gshack(F4,e,n)) U
E(gshack(Fy4,e,n))) — {1,2,...,k}. Fungsi pewarnaan cg adalah sebagai berikut:

cs(zi))=1,1<i<n cs(ziy;)) =7, 1<i<n

cg(wizip1) =3,1<i<n
() = 9,1 <i<n+1, iganjil () =
s\¥i) = 4,1<i<n+1, igenap esl%i) =

8
)

(2ij2ij11) = 6,1<i<n,j=1 (yizi) = 4, 1 <i<n, iganjil
BTG =1 9 1<i<n, j=3 BT 8 1<i<n, igenap

2,1<i<n,j=1 8,1<i<mn,j=1
3,1<i<mn, j=2
6,1<i<n, j=3
7,1<i<n, j=4 5,1<i<n,j=4

, 1 <i<n+1, ¢ganjil
1<3<n+1, igenap

9

cs(wij) = cs(Tizij) =4 4

Dari fungsi pewarnaan pada cg terlihat bahwa bilangan kromatik total 1-dinamis dari
graf gshack(Fy, e, n) adalah x”(gshack(F4, e,n)) < 9. Karena bilangan kromatik x”(gshack(F4,e,n)) <
9 dan x" (gshack(F4,e,n)) > 9 maka bilangan kromatik x”(gshack(F4,e,n)) = 9. Pada
fungsi cg juga berlaku untuk 2 < r < 5 sehingga x4 (gshack(F4,e,n)) = x4(gshack(F4,e,n)) =
X2 (gshack(F4,e,n)) = 9. Sebagai ilustrasi, disajikan Figure 5 yang merupakan pewar-
naan 1,2,3.4,5-dinamis dari generalized shackle graf friendship F .

Kasus 2. Berdasarkan Observasi 1 bahwa x¢ (G) > x# (G), dapat disimpulkan ¢ (gshack(F4,e,n)) >
X2 (gshack(Fy4, e, n)). Misalkan x¢ (gshack(F4,e,n)) = 9 seperti pada fungsi pewarnaan

cg, maka tidak memenuhi definisi pewarnaan total r-dinamis, lihat tabel 6. Sehingga diper-

lukan penambahan warna menjadi 10-pewarnaan agar definisi pewarnaan total r-dinamis

terpenuhi, maka bilangan kromatik x¢ (gshack(F4, e, n)) > 10.
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Table 6: Pewarnaan Titik z; pada 1,2, 3, 4, 5-dinamis graf gshack(Fy4, e, n)

i | c(zi) | |le(N(zi)| | r | d(zs)+ | min{r,d(z)+ | |c(N(2))| > min{r,
(NG| ING)| - d(z) + (N (0)

1 8 4 5,6 4 4,4 Y,Y

2 5 5 5,6 6 5,6 Y,T

3 8 5 5 6 5 Y

4 5 5 5 6 5 Y

5 8 4 5 4 4 Y

Untuk membuktikan bilangan kromatik dari pewarnaan total 6-dinamis pada graf (gshack(F4, e, n))
adalah 10, maka perlu dibuktikan x{ (gshack(F4,e,n)) > 10 dan xg (gshack(F4,e,n)) <
10. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa bilangan kromatik x¢(gshack(Fy4,e,n)) < 10
dengan fungsi pewarnaan cg. Misal D = {1,2,3,..., k} adalah himpunan warna dengan
k warna dan cg adalah fungsi yang memetakan setiap titik dan sisi ke himpunan warna D,
cg : (V(gshack(Fy,e,n)) U E(gshack(Fy,e,n))) — {1,2,...,k}. Fungsi pewarnaan cy
adalah sebagai berikut:

co(wiys) =7, 1<i<n co(xiyiv1) =2, 1 <i<n

co(wizi) =6, 1 <i<n; co(ziziy1)=3,1<i<n
co(s) = 1, 1 <7< n, iganjil colyi) = 9,1 <1< n+1, ¢ganjil
N7 10, 1 <i <mn, i genap oY) = 4,1 <i<n+1, igenap
ey = BISi<ntlismil o f 6 1<i<n j=1
NZ) =1 5, 1<i<n+1,igenap OV HUTUT T 9 1<i<n, j=3

4,1 <i < n, iganjil

co(yizi) = { 8, 1 <i < n, igenap
2,1<i<n, j=1 8,1<i<mn, j=1
3,1<i<n,j=2 9,1<i<mn, j=2
o) =3 ¢ 1<i<n j—3 ©O@WT)=3 4, 1<icn o3
7,1<i<n,j=4 5,1<i<n, j=4

Dari fungsi pewarnaan pada cg terlihat bahwa bilangan kromatik total 6-dinamis graf
gshack(F 4, e,n) adalah x¢ (gshack(F4, e, n)) < 10. Karena bilangan kromatik x¢ (gshack(F4,e,n)) <
10 dan x¢(gshack(F4,e,n)) > 10 maka bilangan kromatik x¢ (gshack(F4,e,n)) = 10.
Fungsi pewarnaan cg juga dapat berlaku untuk 7 < r < 8 sehingga x7% (gshack(F4,e,n)) =
X4 (gshack(Fy4,e,n)) = 10.

Kasus 3. Berdasarkan Observasi 1 bahwa xg(G) > x4 (G), dapat disimpulkan g (gshack(F4,e,n)) >
X5 (gshack(Fy4,e,n)). Misalkan xg(gshack(F4,e,n)) = 10 seperti pada fungsi pewar-
naan cg, maka tidak memenuhi definisi pewarnaan total r-dinamis, lihat tabel 7. Sehingga
diperlukan penambahan warna menjadi 11-pewarnaan agar definisi pewarnaan total r-dinamis
terpenuhi, maka bilangan kromatik xg(gshack(Fy4,e,n)) > 11.

Untuk membuktikan bilangan kromatik dari pewarnaan total 9-dinamis pada graf (gshack(F4,e,n))
adalah 11, maka perlu dibuktikan xg (gshack(F4,e,n)) > 11 dan xg(gshack(F4,e,n)) <
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Table 7: Pewarnaan Titik x; dengan 10 warna pada graf gshack(Fy4, e, n)

i | c(zi) | |le(N(zi)| | r | d(zs)+ | min{r,d(z)+ | |c(N(2))| > min{r,
(NG| ING)| - d(z) + (N (0)

1 1 8 8,9 16 8,9 Y,T

2| 10 8 8 16 8 Y

3 1 8 8 16 5 Y

41 10 8 8 16 5 Y

11. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa bilangan kromatik x”(gshack(F4,e,n)) < 9 den-
gan fungsi pewarnaan cjo. Misalkan D = {1,2,3,..., k} adalah himpunan warna dengan
k warna dan cjg adalah fungsi yang memetakan setiap titik dan sisi ke himpunan warna D,
c10 @ (V(gshack(Fy,e,n)) U E(gshack(Fy,e,n))) — D. Fungsi pewarnaan c1o adalah
sebagai berikut:

co(ziyi)) =7, 1<i<n ciolziyiv1) =2, 1 <i<n
cio(ziz;) =6, 1 <i<n; cro(xizit1) =3, 1 <i<n

clo(ylzz) =11, 1<:1<n+1; clo(xija:ij+1

=11
_ 1,1<z<n 1 ganjil N E))lgzg + 1, ¢ ganjil
cio(@i) = 10, 1 < i < n, i genap co(yi) = 4,1<i<n-+1, igenap
8,1<i<n, j=
N 8, 1 <1< n+1, ¢ganjil 9,1<:<n, 5=2
cio(z:) = 5,1 <i<n+1, igenap 0(wiwiy) = 4, 1<i<n, j=
5, 1<i<n, j=4

10, 1 <7< n, iganjil, j =1,3
3,1<i1<n, j=2

Clo(:rij): 7, 1§z’§n,j:4
1,1 <:<n, igenap, j=1
10, 1 <7 < n, ¢ ganjil, j =3

Dari fungsi pewarnaan pada ¢ terlihat bahwa bilangan kromatik total 9-dinamis dari
graf gshack(F4, e, n) adalah xg(gshack(F4, e,n)) < 11. Karena bilangan kromatik xg(gshack(F4,e,n)) <
11 dan xg(gshack(F4,e,n)) > 11 dapat disimpulkan xg(gshack(F4,e,n)) = 11 se-
hingga xq(gshack(F4,e,n)) = 11. Sebagai ilustrasi, disajikan Figure 6 yang merupakan
pewarnaan 9-dinamis dari generalized shackle graf friendship Fy.

Kasus 4. Berdasarkan Observasi 1 bahwa x[,(G) > xg(G), dapat disimpulkan x%,(gshack(F4,e,n)) >
X6 (gshack(Fy4,e,n)). Misalkan x7,(gshack(F4,e,n)) = 11 seperti pada fungsi pewar-
naan cjg, maka tidak memenuhi definisi pewarnaan total r-dinamis, lihat tabel 8. Se-
hingga diperlukan penambahan warna menjadi 12-pewarnaan agar definisi pewarnaan total
r-dinamis terpenuhi, maka bilangan kromatik x%,(gshack(F4,e,n)) > 12.
Untuk membuktikan bilangan kromatik dari pewarnaan total 10-dinamis pada graf
(gshack(F 4, e,n)) adalah 12, perlu dibuktikan x/,(gshack(F4, e,n)) > 12dan x{,(gshack(F4,e,n)) <
12. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa bilangan kromatik %, (gshack(F4,e,n)) < 12
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Figure 6: Pewarnaan Total 9-dinamis pada Graf gshack(F4,e,4)

Table 8: Pewarnaan Titik x; dengan 10 warna pada graf gshack(Fy4, e, n)

i | c(x) | |e(N(x)| | 7 d(z;)+ | min{r,d(x;)+ | |c¢(N(x;))| > min{r,
((N(z)| | [(N(@a)[} | d(xi) +[(N ()]}
1 1 9 9,10 16 8,9 Y, T
2 10 9 9 16 8 Y
3 1 9 9 16 5 Y
4 10 9 9 16 5 Y
dengan fungsi pewarnaan c;;. Misalkan D = {1,2,3, ..., k} adalah himpunan warna den-

gan k warna dan c¢1; adalah fungsi yang memetakan setiap titik dan sisi ke himpunan warna
D, c11 : (V(gshack(Fy,e,n))UE(gshack(F4,e,n))) — D. Fungsi pewarnaan c1; adalah
sebagai berikut:

cii(y;)) =10, 1 <i<n cn(z)=11,1<i<n
cii(ziy) =7, 1 <i<n; cii(ziyiv1) =2, 1<i<n
cii(xizi) =6, 1 <i<n; cn(zizipr) =3, 1<i<n

611($Z'jyij+1) =12, 1<¢<n, 37=1,3 cll(yizi) =3, 1<:<n+1
et (zi) = 1, 1 <i<n, iganjil
W)= 9, 1<i<n, igenap

10,1<i<n,j=1,3

en(@ig) = 11,1<i<n, j=24

—

8, 1<i<mn,j=1

9,1 <1t < n, iganjil, j =2
Cll(ZEifL‘@'j) = 1, 1< < mn, igenap, ] =2

4,1<i<n,j=3

5,1<i<n,j=4

Dari fungsi pewarnaan pada c1; terlihat bahwa bilangan kromatik total 10-dinamis dari
graf gshack(F4, e, n) adalah x7,(gshack(F4,e,n)) < 12. Karena x%,(gshack(F4,e,n)) <
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12 dan x/,(gshack(F4,e,n)) > 12 dapat disimpulkan x/,(gshack(F4,e,n)) = 12 se-
hingga X/, (gshack(Fy,e,n)) = 12.

Kasus 5. Berdasarkan Observasi 1 bahwa x7; (G) > xY,(G), dapat disimpulkan 7, (gshack
(Fa,e,n)) > x{o(gshack(Fy,e,n)). Misalkan X/, (gshack(F4,e,n)) = 12 seperti pada
fungsi pewarnaan c11, maka tidak memenuhi definisi pewarnaan total r-dinamis,sehingga
diperlukan penambahan warna menjadi 13-pewarnaan, x7, (gshack(Fy4,e,n)) > 13. Akan
tetapi dengan 13-pewarnaan tidak memenuhi pewarnaan total r-dinamis, sehingga dita-
mbah menjadi 14 warna. Begitu juga dengan 15 warna tetap tidak memenuhi pewar-
naan total r-dinamis lihat tabel 9, sehingga perlu penambahan warna menjadi 16-warna.
X411 (gshack(Fy,e,n)) > 16

Table 9: Pewarnaan Sisi dengan 15 pewarnaan pada graf gshack(F4, e, n)

e | c(e) | |e(N(e)) r d(u) +d(v) | min{r,d(u)+ | |¢(N(e))| > min
=uv d(v)} {r,d(u) + d(v)}
T121 6 10 10,11 10 10,10 Y,Y
Tozo | 11 10 10,11 11 10,11 Y, T
323 6 11 10 11 10 Y

Untuk membuktikan bilangan kromatik dari pewarnaan total 11-dinamis pada graf
(gshack(F4, e, n)) adalah 16, perlu dibuktikan x7, (gshack(F4,e,n)) > 16 dan x/; (gshack(Fy,e,n)) <
16. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa bilangan kromatik 7, (gshack(F4,e,n)) < 16
dengan fungsi pewarnaan cj2. Misalkan D = {1,2,3, ..., k} adalah himpunan warna den-
gan k warna dan c;o adalah fungsi yang memetakan setiap titik dan sisi ke himpunan warna
D, c12 : (V(gshack(Fy,e,n))UE(gshack(F4,e,n))) — D. Fungsi pewarnaan c;2 adalah

sebagai berikut:
11 < i <BGEhmit 165(2')511 L4, 1<i<n, iganjil
9, 1 <i<n, igenap 124) = 15, 1 <i < n, i genap

c1a(zs) = {

2, 1 <i<mn, iganjil
12, 1 <4 < n, i genap

7, 1 <1i<n, iganjil

012(901;3/1‘) = { 10, 1 <i < n, i genap Clz(ffz‘yiﬂ) = {

3, 1 <1 < n, iganjil
13, 1 <19 <mn, i genap

6, 1 <i¢ < n, iganjil

c12(2izi) 11, 1 <4 <n, i genap

012(332‘Zi+1) = {

15, 1 < ¢ < n, i ganjil
14, 1 <19 < mn, 7 genap

c12(yizi) = {

11, 1 <i<n, iganjil, j =1
12, 1 <7 < n, iganjil, j =3
6, 1<17<mn,igenap,) =1
3,1<4<n, igenap,) =3

cr2(@iTij41) =

8, 1<i<n,j=1
9, 1 <7< n, tganjil, j =2
cr2(xixij) = 1, 1<i<mn, igenap, j =2
4,1<i<n, j=3
5,1<i<n, j=4
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10, 1 <1< n, tganjil, j =1
12, 1 <1i < n, ¢t ganjil, j =2
11, 1 <i < n, iganjil, j =3
13, 1 <i < n, iganjil, j =4
2, 1<i1<n,igenap, j=1
3, 1<i:<n,igenap, j =2
6, 1 <i<n, igenap, j =3
\ 7, 1<i<n,igenap, j=4

c12(wij) =

Dari fungsi pewarnaan pada cy terlihat bahwa bilangan kromatik total 11-dinamis dari
graf gshack(Fy4, e, n) adalah x/, (gshack(Fy4,e,n)) < 16. Karena x7; (gshack(F4,e,n)) <
16 dan Y, (gshack(F4,e,n)) > 16 dapat disimpulkan X/, (gshack(F4,e,n)) = 16 se-
hingga bilangan kromatik untuk 11 < r < 15 pada graf G = gshack(F4, e, n) adalah
X11(G) = x12(G) = X15(G) = x14(G) = X5(G) = 16.

Kasus 6. Berdasarkan Observasi 1 bahwa x/4(G) > xY,(G), dapat disimpulkan x /s (gshack(F4,e,n)) >
X5 (gshack(Fy,e,n)). Misalkan x%s(gshack(F4,e,n)) = 16 seperti pada fungsi pe-

warnaan cp2, maka tidak memenuhi definisi pewarnaan total r-dinamis lihat tabel 10, se-

hingga diperlukan penambahan warna menjadi 17-pewarnaan agar definisi pewarnaan total

r-dinamis terpenuhi, maka bilangan kromatik x/s(gshack(F4,e,n)) > 17.

Table 10: Pewarnaan Titik x; pada Pewarnaan Total 15-dinamis graf gshack(Fy, e, n)
i | c(z;) | [e(N(z)) r d(z;)+ | min{r,d(z;)+ | |c(N(x;))| > min{r,
(N ()| | (N ()|} d(xi) + |(N(z:))]

1 1 15 15,16 16 15,16 Y,T
2 9 15 15 16 15 Y
3 1 15 15 16 15 Y
4 9 15 15 16 15 Y

Untuk membuktikan bilangan kromatik dari pewarnaan total 16-dinamis pada graf
(gshack(F4, e, n)) adalah 17, perlu dibuktikan X/ (gshack(F4, e,n)) > 17 dan x{(gshack(Fy,e,n)) <
17. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa bilangan kromatik x{4(gshack(F4,e,n)) < 17
dengan fungsi pewarnaan c;3. Misalkan D = {1,2,3, ..., k} adalah himpunan warna den-
gan k warna dan c;3 adalah fungsi yang memetakan setiap titik dan sisi ke himpunan warna
D, c13 : (V(gshack(Fy,e,n))UE(gshack(F4,e,n))) — D. Fungsi pewarnaan c;3 adalah
sebagai berikut:

1, 1 <7< n, iganjil

9, 1<+ < n, i genap c13(yi) =

cig(@i) = {

14,1 <i<n+1, iganjil
15,1 <7 <n+1, ¢ genap

15, 1 <1¢ < n, i ganjil

c13(yizi) = { c13(z) = {

14, 1 <i < n, i genap

17, 1 <v<n+1, ¢ ganjil
16, 1 <i<n+1, ¢ genap

(wigs) = 7, 1 <1 <n, iganjil (wiyisr) = 2, 1 <i<mn, iganjil
BT =N 10, 1<i <, i genap AT = 19 1 <i<n, i genap

N 6, 1 <1< n, 1 ganjil N 3, 1 <1< n, tganjil
cr3(wizi) = { 11, 1 < i < n, i genap c3(Tizit1) = 13, 1 <i < n, i genap
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Figure 7: Pewarnaan Total r-dinamis pada Graf gshack(Fy4, e, 4)

11, 1 <i<n, tganjil, j =1
12, 1 <17 < n, ¢ ganjil, j =3

c13(ijTij 1) = 6,1 <i<n, igenap,]=1

3, 1<:<n, igenap,] =3
8§, 1<i<n, j=1

9,1 <7< n, tganjil, j =2

ci3(xixij) = 1, 1 <i<mn, igenap, j =2
4,1<i1<n,5=3
51<i1<n,j=4

(10, 1 <i<n, iganjil, j =1
12, 1 <1¢ < n, ¢ ganjil, j =2
11, 1 <i < n, iganjil, j =3
13, 1 <i < n, iganjil, j =4
2,1<i1<n,igenap, j=1
3, 1<i:<n,igenap, j =2
6, 1 <i<n, igenap, j =3

\ 7, 1<i<n,igenap, j=4

c13(wij) =

Dari fungsi pewarnaan pada c;3 terlihat bahwa bilangan kromatik total 16-dinamis dari
graf gshack(F4, e, n) adalah x4 (gshack(F4,e,n)) < 17. Karena x/s(gshack(F4,e,n)) <
17 dan x{g(gshack(F4,e,n)) > 17 dapat di-simpulkan x{s(gshack(Fy4,e,n)) = 17 se-
hingga bilangan kromatik x{4(G) = x7s(G) = 17. Sebagai ilustrasi, disajikan Gambar
4.29 yang merupakan pewarnaan r-dinamis dari generalized shackle graf friendship F .

Pada graf hasil operasi generalized shackle graf friendship F4, jika ditinjau dari pewar-
naan titiknya, nilai dari min{r, max{d(v) + [(N(v))|}} = max{d(z;) + |(N(z;))|} = 16.
Untuk pewarnaan sisi pada graf hasil operasi generalized shackle graf friendship Fy4, ni-
lai dari min{r, max{d(u) + d(v)}} = max{d(u) + d(v)} = 11, sehingga mengaki-
batkan x”-,4(gshack(F4,e,n)) = 17. Hal ini disebabkan pada saat > 16 nilai min{r,
max{d(v) + |(N(v))|}} = max{d(x;) + |(N(z;))|} = 16 dan nilai min{r, max{d(u) +
d(v)}} = max{d(u) + d(v)} = 11. Berdasarkan uraian diatas, maka Teorema 3 terbukti.

Masalah terbuka 1 Tentukan bilangan kromatik pewarnaan total r-dinamis dari graf khusus
dan graf hasil operasi shackel dan generalized shackel graf yang lain.
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